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1. EINLEITUNG

1966 haben S. J. Karlin und W. J. Studden in ihrer Monographie [3] die
vollstiindigen Cebysev-Systeme differenzierbarer Funktionen charakterisiert,
bei denen mehrfache Knoten zulii.ssig sind (extended complete Cebysev­
systems). Ais eine Kennzeichnung solcher Systeme erhii.lt man, daB sich
ihre Funktionen durch wiederholte Integration streng positiver Funktionen
erzeugen lassen. In dieser Note wird ein analoger KonstruktionsprozeB
unter Verwendung von Stieltjes-Integralen bzgl. streng monotoner Funk­
tionen betrachtet, der vollstiindige Cebysev-Systeme liefert, die einerseits
recht allgemein sind, die zum anderen aber noch durch Differenzierbarkeits­
eigenschaften ihrer Funktionen beschrieben werden konnen. Das letztere
trifft dann insbesondere auch auf die Funktionen der zugehorigen Lipschitz­
klassen zu, fUr die auf elementarem Wege mehrere aquivalente Kennzeich­
nungen gegeben werden.

2. KONSTRUKTION VOLLSTANDIGER CEBYSEV-SYSTEME

Es sei I = [a, b) ein kompaktes Intervall. fo ,... ,fm seien auf I definierte,
stetige reellwertige Funktionen. Diese Funktionen bilden auf I ein Cebysev­
System, wenn fUr aIle Knoten Xi E [a, b), Xo < Xl < ... < X m ,

I' j' Ifo(xo)
V (.10'"'' m) := det/;(xi) = :

Xo ,... , X m fm(xo)

... fo(xm) I
>0

fmJxm)

ist. Das Funktionen-System (fo ,...,fm), /; E elI], wird ein vollstiindiges
Cebysev-System auf I genannt,l wenn (fo ,...,Jk) fUr jedes k = 0,..., m ein
Cebysev-System ist. Ausgehend von m + 1 auf [a, b) streng positiven,

1 [3, p. 1]: complete Cebysev system.
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stetigen Funktionen Wo ,..., Wm und von m auf [a, b) stetigen, streng monoton
wachsenden Funktionen VI'"'' Vm definieren wir durch wiederholte Inte­
gration fUr k = 0,... , m

Vk.i(X) := Wi_leX) •r Vk.i+l(t) dVi(t),
c

C E [a, b); i = k, k - 1,... , 1.

(1)

Diese Funktionen lassen sich iibersichtlich in einem dreieckigen Schema
anordnen:

Wo WI W2 W3 Wm

td1 td 2 td. tdm

Vn V22 V33 Vmm

td1 td 2

(2)

Wir bezeichnen die EIemente der "Hypotenuse" mit

Ui = Vi,l (i = 0, ..., m) (3)

und die Elemente ihrer ersten Parallelen mit

(i = O, ... ,m - 1) (4)

und nennen das System (4) das reduzierte System erster Ordnung von (3).
Entspechend bilden die EIemente der kten Paralle1en zur Hypotenuse das
reduzierte System kter Ordnung des Systems (3).

In expliziter Form sind die Funktionen des Systems (3) wie folgt darsteII­
bar:

Uo(X) = wo(x)

ul(x) = wo(x)rWl(tl) dvltl)
c

x t1

u2(x) = wo(x) f Wl(tl) I wlt2) dv2(t2) dVl(tl)
c c

f x ft2 Iti ftm
-
1

um(x) = Wo(X) WI(tI) W2(t2) ... wm(tm) dvm(tm) .,. dVl(tI)'
c c c c

(5)
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In Umkehrung der Integrationen lassen sich die Funktionen des Schemas
(5) mit den Differentialoperatoren

Dd(x) := lim f(x + h) - f(x)
h~O vlx + h) - Vi(X)

(i = 1,... , m)

(dO bezeichne stets die Identitat) wie falgt beschreiben: Die Funktianen

(i = 0, ... , m - I)

bilden das reduzierte System erster Ordnung (4) von (3) und die Funktionen

(i = 0,... , m - k)

das reduzierte System kter Ordnung. Der Ubergang von ul~ll) zu U~k) (durch
Anwendung des Operators dk ) ist im Dreiecksschema (2) durch Pfeile
angedeutet.

SATZ 1. Das System (uo , ... , um) ist ein vollstiindiges Cebysev-System.
Insbesondere bildenfur jedes k = 1,... , m die Funktionen Uo ,... , Uk-l ein linear
unabhiingiges System von Losungen der homogenen Gleichung

Fur k = 1,... , m lOst Uk die Anfangswertaufgabe

djf(c) = ° (j=O, ...,k-I).

Zu beweisen ist nur die erste Aussage. Dazu benutzen wir die folgende
Formel

v (uo,...,Um)
Xo ,•.• , X m

Der Beweis dieser Formel ist einfach (vgl. [3, S. 383], [9, S. 41]) und soIl
hier deshlab iibergangen werden. Fur m = 1 ist Satz 1 trivial. Sei nun
m > 1 und der Satz fUr aIle Systeme der betrachteten Art bewiesen, die
hochstens m Funktionen umfassen. Dann folgt aus der Formel (7), daB
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(Uo ,... , Um) ein vollstandiges Cebysev-System ist, wei! das reduzierte System
erster Ordnung (uo ,..., Um-l) nach Induktionsvoraussetzung ein soiches
System ist.

3. KONVEXE FUNKTIONEN UND LIPSCHITZKLASSEN

In der elementaren Analysis wird eine Funktion auf einem lntervall I£: IR
(von unten) konvex genannt, wenn ihre gewohnlichen dividierten Differenzen
zweiter Ordnung (mit drei paarweise verschiedenen Knoten) [xo , Xl , X2 If]
nicht-negativ sind. Man sagt eine Funktion geniigt auf I einer Lipschitz­
bedingung mit der Konstanten M und dem Exponenten 1, wenn ihre divi­
dierten Differenzen erster Ordnung (die Differenzenquotienten) auf I durch M
beschrankt sind. Ausgehend von allgemeineren dividierten Differenzen kann
man diese Begriffe in naheliegender Weise verallgemeinern.

DEFINITION 1.2 (fo,fr ,.. ·,fm) sei ein Cebysev-System auf einem Intervall
I£: IR. Die Punkte Xi E I (i = 0,... , m) seien paarweise verschieden. Fur eine
auf I definierte Funktion/heiBt

[/o, ,lm If]
X o , , X m

v ( 10 ,···,Im-l ,I )
Xo ,... , Xm-l , Xm

.- V (10 ,.. ·,Im-l ,1m)
X o , ... , xm- l , Xm

dividierte Differenz (m-ter Ordnung) mit den Knoten Xi bzgJ. des Cebysev­
Systems (10 ,..·,Im).

1m FaIle /;.(x) = Xi (i = 0,... , m) erMlt man die gewohnlichen dividierten
Differenzen mter Ordnung.

DEFINITION 2.3 (fO,f1 ,... ,fm) sel em vollstandiges Cebysev-System auf
einem lntervall I. Eine Funktion I: 1- IR heiBt auf I bzgl. dieses Systems
konvex, wenn fUr aIle paarweise verschiedenen Knoten Xi E I

rio ,.. ·,fm If] ? 0
Lxo ,... , Xm

ist. I heiBt streng konvex, wenn hier die Gleichheit ausgeschlossen ist.
I heiBt auf I konkav bzw. streng konkav bzgl. (fo ,...,fm), wenn -I dort
konvex bzw. streng konvex ist bzgl. dieses Systems.

2 [10, S. 104].
3 Man beachte die kleine Abweichung der hier gegebenen Definition der Konvexitat

von den Definitionen [10, S. 104] und [3, S. 375].



196 MUHLBACH

DEFINITION 3.4 I sei ein Intervall und (fo ,11 ,... ,fm) sei ein Cebysev­
System auf I. Bine Funktion/: 1-+ IR geniigt auf I einer Lipschitzbedingung
bzgl. (fo ,... ,fm) mit der Konstanten M, wenn fUr alle paarweise verschiedenen
Knoten Xi EI

1[/o, ,lm j/)1 ~ M
Xo , , Xm

ist. Wir benutzen dafUr die Bezeichnung

und nennen diese Menge die Lipschitzklasse in bezug auf (fo ,...,fm) zur
Konstanten M und

Lip(fo ,.. ·,Im) = U LipM(fo ,... ,fm)
M>O

die Lipschitzklasse bzgl. (fo ,... ,fm) schlechthin.
Offenbar ist zu IE LipM(/o ,... ,fm) auf I die Bedingung aquivalent, daB

Mlm +lund Mlm - I auf I bzgl. (fo ,· .. ,Im) konvexe Funktionen sind.
Dieser Zusammenhang und die in [7] bewiesene Rekursionsformel

[10 ,.. ·,Im If]
Xo ,... , Xm

[/0 ,.. ·,Im-l If] _ [10 , ,fm-l if]
Xl"'" Xm X o , , X m- l

[10 ,... ,Im-llfm) _ rio , ,fm-l 11m]
Xl'"'' Xm lxo , , Xm- l

(8)

fUr die dividierten Differenzen werden beim Beweis des folgenden Satzes
mehrfach benutzt.

SATZ 2. Es sei m ~ 2 und (uo ,... , urn) aul [a, b] ein vollstiindiges Cebysev­
System der Form (3). (Uo,k ,... , Urn-k,k) bezeichne hier das reduzierte
System kter Ordnung.5 Die folgenden Aussagen sind paarweise iiquivalent
(k = 0,... , m - 1):6

auf [a,b].

Diesem Satz kann man noch ein Korollar hinzufUgen:

• In [4] betrachten Lorentz und Schumaker Lipschitzklassen differenzierbarer Funk­
tionen in bezug auf sog. erweiterte vollstlindige Cebysev-Systeme [3, p. 375]. Demgegenuber
wird hier der Begriff einer Lipschitzklasse bzgl. eines Funktionensystems allgemeiner
gefaBt.

5 Ui,O = Ui, Ui.1 = i4 = d1Ui+l , ... , Ui,k = U~k) = dkUi+k.

• dO bezeichne die Identitlit.
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KOROLLAR. Wenn Vm absolut stetig ist in [a, b], ist jede dieser Aussagen
gleichwertig mit

dm-Ij ist absolut stetig in [a, b] und Idmf(x) I :(: Mwm(x) fast uberall in [a, b].
Wm- l (Am)

Ein Spezialfall dieses Satzes wurde 1970 von G. G. Lorentz und
L. L. Schumaker [4] bewiesen. Sie benutzten tiefliegende Differenzierbarkeits­
eigenschaften der bzgl. eines "voIlsUindigen erweiterten Cebysev-Systems"
konvexen Funktionen, wie sie von Karlin und Studden in ihrer Monographie
[3; p. 375, p. 381, und chapt. XI, sect. 11, p. 454 ff] bewiesen wurden. Nach
eigener Feststellung dieser Autoren sind die Beweise kaum elementar zu
nennen ([3, p. 381] "the detailed presentation of their proofs is rather
elaborate"). 1m Gegensatz dazu benutzt der hier gegebene Beweis nur
elementare Methoden.

Wir ben6tigen das folgende Lemma, das auch fUr sich von Interesse ist.

LEMMA 1. Wenn dd in [a, b] existiert, ist f auf [a, b] bzgl. (uo ,... , um)
dann und nur dann konvex, wenn dlf bzgl. des reduzierten Systems
(UO•I , ... , Um-l. l ), Ui •l = dlUi+1 , konvex ist.

Lemma 1 laBt sich genauso wie Satz 3 in [7] beweisen, wei! auch fUr die
Differentiation nach einer stetigen, streng monoton wachsenden Funktion
ein Mittelwertsatz gilt: Wenn VI E C[a, b] streng monoton ist und Dd in
(a, b) existiert, gibt es eine Zwischenstelle z E (a, b) mit

feb) - f(a) = D fez)
v1(b) - vl(a) I ,

a < z < b. (9)

Wir beweisen nun Satz 2, und zwar durch vollstandige Induktion iiber m.
Fiir m = 2 ist Al =? Ao leicht einzusehen. Zunachst ist dljE LipM(UO,1 , Ul,1)
aquivalent damit, daB Mul,1 ± dIj bzgl. (UO•I , Ul,1) konvexe Funktionen
sind. Dann folgt nach Lemma 1: MU2 ±f sind konvexe Funktionen bzgl.
(uo , UI , U2), und das ist der Aussage Ao gleichwertig.

Beim Beweis der Implikation Ao =? Al (im FaIle m = 2) liegt die Haupt­
schwierigkeit darin, zu zeigen, daB dd in [a, b] existiert. Wir gehen davon
aus, daB es zu jeder auf einem offenen Intervall I bzgl. eines voIlstandigen
Cebysev-Systems (uo , UI , u2) konvexen Funktion e und zu jedem Punkt
Xl E I eine "Stiitzgerade" g = Auo + BUI gibt, die

erfUIlt.

g(xl) = e(xl)

g(x) :(: e(x)

und

fUr aIle X E I
(10)
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Beweis von (10): Eine Funktion e ist auf I bzgl. des voIlstandigen Cebysev­
Systems (uo , Ul, u2) genau dann konvex, wenn

( e) (U )-17J'- - 0 _1
.- Uo Uo

auf ~(l)
Uo

im gewohnlichen Sinne konvex ist. Dabei bezeichnet (UIJUo)-l die Umkehr­
funktion der streng monoton wachsenden Funktion ul/Uo und rp 0 if1 die
Komposition zweier Funktionen. Es ist namlich

fUr aIle Tripel Xo < Xl < X2 dann und nur dann, wenn

ist fUr aIle Tripel go < gl < g~ ; denn diese Determinanten haben denselben
Wert, wenn gi = (ulJUO)(Xi) gesetzt wird. Fur im gewohnlichen Sinne kon­
vexe Funktionen ist (10) bekannt und ganz einfach zu beweisen.7 Wenn e
bzgl. (uo, Ul ,u2) konvex ist, gibt es also zu 7J und zu jeder Stelle
gl = (UIJUO)(XI) E (uIJuo)(I) eine Stiitzgerade

Dann ist gJuo := g* 0 (UIJUO), eine "Stutzgerade" fUr eJuound g = Auo+ BUI
eine "Stiitzgerade" fUr e bei Xl .

Es sei nun e eine auf [a, b] bzgl. (uo , UI' u2) konvexe Funktion aus
LipK(UO ' Ul ,u2), Xl E (a, b) und g = Auo+ BUI eine "Stiitzgerade" fUr e
bei Xl' Dann besitzt hJuo:= eJuo - gJuo an der Stelle Xl ein absolutes
Minimum. Wegen

folgt mit der Rekursionsformel (8)

1 [2, p. 941.
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was sich auch in der Form

199

schreiben Ui13t. Auf der linken Seite sind beide Summanden positiv. LliBt
man Xo -+ Xl und unabhiingig X2 -+ Xl (xo < Xl < X2) streben, konvergiert
die rechte Seite gegen Null, weil beide Quotienten in der betrachteten
Differenz gegen

dl u2(XI )

dlul(XI)

streben. hjuo ist also bei Xl links- und rechtsseitig differenzierbar bzgI. VI'

wobei beide einseitigen Ableitungen den gemeinsamen Wert Null besitzen.
Das bedeutet aber: dIe existiert in (a, b), und es gilt dle(x) = dlg(x). Auf
Grund der Voraussetzungen sind die Funktionen e und KU2 - e konvex auf
[a, b] bzgl. (uo , UI , u2). Nach Lemma I folgt, daB dIe und Kul,1 - dIe in
(a, b) konvex sind bzgl. (110 , UI), was gleichwertig ist mit

in (a, b). Hieraus ist zu schlieBen, daB dIe auch in den Randpunkten des
Intervalls [a, b] existiert (natiirIich nur im Sinne einer einseitigen Ableitung
von "innen") und die letzte Ungleichung im abgeschlossenen Intervall [a, b]
gilt. Nach dem Cauchyschen Kriterium existiert z.B. lim",..a,,,,;>a (dlejwl)(x)
und dann auch lim",_>a,,,,;>a dle(x) im eigentIichen Sinne; nach dem MitteI­
wertsatz (9) ist

e e
-(x) - -(a)

dle(a) = lim Wo() we) = lim dle(z).
x->a VI X - VI a Z->a
x>a

Insgesamt haben wir bis jetzt gezeigt: Eine auf [a, b] bzgI. (uo, UI ,uJ
konvexe Funktion e E LipK(uo , UI ,u2) besitzt in [a, b] eine bzgI. (uo , UI)
konvexe Ableitung dIe E LiPK(UO , Ul ).
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Wenden wir das auf e = MU2 ±fan mit K = 2M, so folgi: dd existiert
in [a, b], und es gilt Mill ± ddE Lip2M(ilo , ill), also ddE LipM(ilo , ill)'
Damit ist Satz 2 im Falle m = 2 vollstiindig bewiesen.

Nehmen wir nun m ?: 2 und Satz 2 fUr Cebysev-Systeme der betrachteten
Art, die hochstens m Funktionen umfassen, als bewiesen an. Dann zeigt
man genauso wie im Falle m = 2 Al => Ao und erhiilt unter Benutzung der
Induktionsvoraussetzung die Implikationskette

Urn Ao => Al zu zeigen, haben wir zunachst wieder die Existenz von dd
nachzuweisen. Dazu benotigen wir das folgende Lemma.

LEMMA 2. Es sei (uo ,... , Uk) ein vollstiindiges Cebysev-System der Form (1)
auf dem kompakten Intervall [a, b]. Wenn in (a, b) okf(x) := dkf(x)/wk(x)
existiert, gibt es im Innern des kleinsten, die Knoten Xo ,... , Xk enthaltenden
Intervalls einen Punkt z, so dafJ

[Uo , , Uk If] = okf(z).
Xo , , Xk

Beweis. Die eindeutig bestimmte, f in den Punkten Xo ,... , Xk-l inter­
polierende Linearkombination von Uo, ... , Uk-l bezeichnen wir mit cp. Der
Fehler R = f - cp liiBt sich offenbar stets in der Form

mit

R(x) =
v (Uo , , Uk-I' f)

Xo , , Xk- l , X

V (Uo , , Uk-I)
Xo , , Xk-l

[U
o , , Uk-I, Uk If] . p(x)

Xo , , Xk-l , X
(11)

v (Uo , , Uk-I, Uk)
Xo , , Xk-l , Xp(x) := ---"--'---'----"--=---.:--

V (Uo , , Uk-I)
Xo , , Xk-l

darstellen, und, wenn okf in (a, b) existiert, auch in der folgenden, dem
Cauchy-Restglied bei der Polynominterpolation entsprechenden Form: Es
gibt im Innern der konvexen Rulle von {xo ,... , Xk-l , x} einen Punkt z mit

R(x) = p(x) • f,kf(z). (12)

Mit dem "erweiterten Mittelwertsatz" [er gilt unter entsprechenden
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Voraussetzungen wie der erweiterte Mitte1wertsatz der gewohnlichen Differen­
tia1rechnung und 1ii13t sich wie dieser beweisen]

feb) - f(a)
g(b) - g(a)

a<z<b

beweist man zuniichst ein Ana10gon zum "verallgemeinerten Satz von
Rolle":8 Wenn hE erex,,8] k + 1 getrennte Nullstellen besitzt und in
(ex, (3) okh(x) existiert, gibt es ein z EO (ex, (3) mit okh(z) = O. Mit einem
Standardverfahren erhii1t man damit die Darstellung (12).9 Da das Inter­
polationspolynom eindeutig ist, folgt aus (1 I) und (12) mit x = Xk

[Uo ,... , Uk-I, Uk If] = okf(z),
Xo , .•. , Xk-I , Xk

w.z.b.w.
Nach Lemma 2 sind insbesondere die dividierten Differenzen von Um bzgl.

(uo ,... , Um-I) beschrankt.
Sind die dividierten Differenzen einer Funktion g bzgI. eines voIIsHindigen

Cebysev-Systems (uo ,... , um) beschriinkt und die von Um bzgI. (uo ,... , Um-I),
so auch die von g bzgI. (uo ,... , Um_I).lO Danach impliziertfE LiPM(uo ,•.. , um),
daB f auch einer Lipschitzklasse LiPK(UO' UI , u2) angehOrt. Ao => Al ist nun
eine FoIgerung aus Lemma I: Wei! MUm ±f in [a, bI konvexe und (im
verallgemeinerten Sinne) differenzierbare Funktionen sind, sind MUm ± dd
konvexe Funktionen bzgI. (uo ,... , Um-I), was gleichwertig mit der Aussage Al
ist. Mit der Induktionsvoraussetzung foIgt nun die umgekehrte ImpIika­
tionskette

Beweis des Korollars: Am - I besagt

in [a, b].

Das ist aquivalent mit

Hieraus folgt offensichtlich (Am), wenn Vm absolut stetig ist. 1st umgekehrt
dm-lj/wm_1 absolut stetig und fast iiberaII in [a, b] Idmf(x) I :;;;; Mwm(x),

8 [1, p. 9].
• [1, p. 561.
10 Korollar zu Satz 2 in [7].



202 MUHLBACH

ergibt sich (Am-I) sofort durch Integration von dmfbzgl. der absolut stetigen
Funktion Vm •

Wir schlieBen noch eine Folgerung aus Satz 2 an. Auf einem Intervall I
wird das vollstandige Cebysev-System der Potenzfunktionen (Po ,... , Pm),
Pi(X) = Xi, zugrunde gelegt. Bekanntlich lassen sich die Differenzen hOherer
Ordnung einer Funktionf, z.B. rekursiv durch

Llhlf(x) = f(x + h) - f(x),

definiert, durch die dividierten Differenzen von f bzgl. (Po ,... , Pm) mit
aquidistanten Knoten darstellen

[ Po, PI'"'' Pm If] = ~. -k .Llhmf(x).
x, X + h, ... , X + mh m. h

Vnter Benutzung dieser Differenzen erklart man

Wm(o,j) := sup I Llhmf(x)1
x.h

(m = 1,2,...),

wobei das sup iiber aIle x und h mit x, x + mh E I und I h I::( 8 zu erstrecken
ist, und nennt W m den Stetigkeitsmodul mter Ordnung von f auf dem Inter­
vall I, dessen Lange mit I bezeichnet werde [5, S. 47].

SATZ 3.11 Die folgenden Aussagen sind iiquivalent (k = 0,..., m - 1):

fUr alle 0,

Der Beweis basiert auf einem Lemma von T. Popoviciu [10, Theoreme 7,
insb. S. 112], wonach es zu jeder dividierten Differenz (bzgl. irgendeines
Cebysev-Systems) [xo , ... , Xm If] im Innern des kleinsten, die Knoten Xi

(i = 0,... , m) enthaltenden Intervalls aquidistante Knoten y, y + h, ... , y + mh
gibt, so daB

{xv, ..., X m If] = [y, y + h, ..., y + mh If]

gilt. Damit liiBt sich Satz 3 sofart aus Satz 2 gewinnen.
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